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XXVI. 


SULLA INTEGRAZIONE DI UN SISTEMA DI EQUAZIONI DIFFEREN- 
ZIALI A DERIVATE PARZIALI CHE SI PRESENTA NELLA TEORIA 
DELLE FUNZIONI CONIUGATE 


« Rend. Circ. Mat. di Palermo », t. III, 1889; pp. 260-272. 


1. In una Nota recentemente pubblicata nei « Rendiconti della R. Acca- 
demia dei Lincei» ©, dopo aver considerato dei parametri differenziali i quali 
hanno rispetto alle funzioni di iperspazî un ufficio analogo a quello dei noti 
parametri differenziali rispetto alle ordinarie funzioni, ho accennato alla possi- 
bilità di integrare un sistema di equazioni differenziali con date condizioni 
ai limiti, problema che comprende come caso particolare le ordinarie que- 
stioni sulla integrazione della equazione differenziale A? = o, e che risolve 
una questione fondamentale relativamente alle funzioni coniugate le più 
generali ©. 

Mi permetto ora di tornare nuovamente sul problema e di svilupparne 
la soluzione. 

Il sistema di equazioni differenziali è il seguente 


Tri 


Cd; scs fg Îs+ i, 4 
(1) (Ri, Dim mp e 


I 


7 o rn y 
(I ) È, Cso] = 0. 

In queste equazioni x, x,- :x» sono le variabili indipendenti e le $;,...i,, 
ottenute per tutte le combinazioni 7 ad 7 degli indici 7,---i4=1,2---7, 
sono le funzioni incognite. Supporremo le p tali che mutino segno per una 
trasposizione degli indici. Le (1) sono ottenute per tutte le combinazioni 
degli indici 7 + 1 a 7 + 1, e le (1°) per le combinazioni r — 1 a 7— 1. 

Nella mia Nota Sulle funzioni coniugate ho dimostrato ‘che la condi- 
zione necessaria e sufficiente affinché siano soddisfatte le (1), è che si possa 
porre 


r 3P; i i j 
; i TR 4 7° CSI. ttr ty 
di,...i,= u I) dti, ’ 


(1) « Rend. R. Acc. Lincei», 5 maggio 1889. [In questo vol: XXV, pp. 433-443]. 
(2) Ibid., 28 aprile 1889. [In questo vol: XXIV, pp. 420-432]. 
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e ho dimostrato pure che le P possono ottenersi dalle con sole operazioni 
di quadratura ®). Se quindi si tien conto del teorema 2° della Nota ora citata, 
avremo che alle (1) e (1°) potranno sostituirsi le equazioni seguenti 


rt n Vie 


(2) (1° A° P;....i_, + b% (= Sg 


AI ORE YE E ir — 1Îs 


Da, =0. 
2. Passiamo alle condizioni al contorno che definiscono le $;,...;, 
Sia il campo S, una porzione di uno spazio piano ad x dimensioni entro 
il quale le $ e le P sono monodrome finite e continue insieme alle loro deri- 
vate, e denotiamo il contorno di S, con S,_; di cui v sia la normale diretta 
verso l’interno di S,. Pongasi 


n 
(3) È, di, a INS iy COS VAI, o di, 


epr 


r+ı 


(3°) pa (3 Di Va OETAN ER eitr cos MET EEA t 
I 


per un teorema dimostrato nella citata Nota, avremo che entro S, le p sono 
determinate quando sono noti al contorno i valori delle æ oppure delle 8. 

Noi ci proponiamo ora di eseguire la effettiva determinazione delle % 
quando siano note le 4 o le 4 nel caso in cui lo spazio S, sia un campo sferico. 


3. Prima di procedere oltre vediamo come può interpretarsi questa 
questione nella teoria generale delle funzioni coniugate. 
Siano F [S,_;], e ® [S„—,—:] due funzioni coniugate. Poniamo 


dF 
d (ti, x Xi) FA? pihs 


adottando le notazioni della Nota più volte citata 4, avremo 


dF Mn: a 
ditta). vi 
; col Tie Y cos? (vx;,) 
dF zo “isti 
ASit îr41 LE Ehi 


T, cos? (v%;,) 
I 
Quindi il problema che ci proponiamo risolvere consiste nel determi- 
nare le due funzioni coniugate F e ® entro uno spazio sferico, essendo nota 
al contorno la 


di oppure la pesta, 
daga) PP Fi NEEE 


(3) « Rend. R. Acc. Lincei», vol. V, 1° sem., p. 602. [In questo vol.: XXIV, p. 423]. 
(4) « Rend. R. Acc. Lincei», vol. V, 1° sem., p. 635. [In questo vol.: XXV, p. 438]. 
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4. Cominceremo dal ricercare le condizioni alle quali devono soddi- 
sfare le 4 e le 5 e questa ricerca la condurremo senza supporre che S, sia un 
campo sferico, ma ammettendolo qualunque. 

Due condizioni possono ottenersi subito; infatti dovremo evidente- 
mente avere: 


(I) DI Gi vi, gî cos VAI, == 0 
rt2 
(1°) Ko (— 1)" di IAT s+’ “dro cos VAI, FRO., 
Prendiamo poi nella formula (2) della citata Nota ©, la Pj....;,_,=! 


e tutte le altre P’ uguali a zero. Si otterrà: 


Jara dna + [27 og va dSn =0; 
$ 


srt 


dovremo dunque avere 


(IT) fai AS: = 0. 


S 


B ara g 


In modo analogo si troverebbe: 


(Il) [aid = 0. 
Sg 

Prendiamo ora un sistema di coordinate curvilinee 2,, %,,- ++, %y—: per 
individuare i punti dell’iperspazio S,—: e denotiamo come sempre con v la 
normale ad esso. 

Poniamo: 


x = W77' ea SETA 1°; Galla, PS Myra Vi 


SN 
| 


Sia 
Beat F aat 


bN D, E,s du, du; 


il quadrato dell'elemento lineare di S„—,. 
Quello di S, risulterà dato da 


dr ded - 


D- XY, En dt dt, + dt. 


(5) «Rend. R. Acc. Lincei», vol. V, 1° sem., p. 631. [In questo vol: XXV, 
P- 434). 
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Poniamo, come sopra, 


IAS vaga dF de e dF 
VOR e) METE 
avremo 
d (Ea; Em) d(Xiy4r° in) 
iii, Za da a = E ay i SANT ADR 
n e go) TE dl a yT 
essendo 
E. asuiah Ei. fui 
d (x: Ta) CSM a a VE CO SII IE 
D = 5" = 
ARE MRO BR TPR DEIO , 


onde, scegliendo opportunamente in ciascuna formola il segno di YD , avremo 


rti 


d(X;5%isbl° Cia) 

: : ESTA. aR istir+2 în } 

biip = Th Da h,o hy Z. lle PI (vai) 
I n ad d (Xis Zirt’ È Xin) 


i Wi... — s COS ; 
YD A 4, + d (Ehr Ehn) Vi, 


dis, pi. ‘i n) 


04; 
ET a Re A ARIE TA 
yi be a ETA EM 


cos (vz;,) - 


è eguale ad I se %4; = x, altrimenti è nulla. Quindi: 


EIEE H d (tip fa t Tin) 
enire D yp 4 eote Tapa ina) E 


ove X} si intende estesa a tutte le combinazioni degli indici 1,2,::-,2—1, 
ERT ER E T TE A 
Ne segue che 
TERT PEENE + 1) 
mi 75 Öh, h, Di d (Xir4a"" Xin) Mii 
D È BRE: d (h,i Uhn3) d (myr FRR 


Ma 


} 9 d (Xirka' Tin) d (Lista Kin) 


d(Uh,4 3° Ki TE d (Uk,43° j ia, Ba 


. AE 
PRE TI ALELLA ETT T aiae a 


t. 
PROT E EI EYN ELFAA A e e 
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onde, adoperando una notazione già usata ©, potremo rappresentare la 
precedente espressione col simbolo 


hr+1* s -hn—1 
D [or e di 


e per conseguenza avremo 


d (Zirga ‘Xin) hr4x°-<An—1 ~ 
(5) Zi; UCI A (Wi, Magi) = Li yD 130 $ E CT 


Da questa relazione si deduce 


d (Tirta SA Xin) 


-t741 d (r,430°*%hn—1) ?, 


(6) b OE a LA 


onde vediamo che le debbono soddisfare ancora alle condizioni 


sula d (Xip SL ‘Xin) 


5 STESSA Emana) E 0 
RAAP OPER Mi) 


(ID 


* FS, hr: «his hs4i: <hr i1 
2 opt 
Queste equazioni sono tante quante sono le combinazioni degli indici 
1I,2--n_-1I, 7+trart+.1. 
Osserviamo ora che, posto 


ine PL 


De Endid +89 =D 3. En dodi; 


avremo 
Eim Eu=0(5z#)_,7 Ex.a= 1, 
onde 
PATER! 
AN» Ahi 


se uno degli 4 (o £#) è uguale ad x, mentre tutti gli indici £ (o 4) sono diversi 
da 2, e 


Ar+ı AE *An—x , r J. Ar+r' $ ka 


krt+1,°-<An—1,7 J kr+x1:+-kn—1 i 


se tutti gli indici XZ e sono diversi da z. 
Consideriamo le espressioni che nella citata Nota © ho indicato con 
0,,...4,, cioè 


e rai IL PA I 


(6) « Rend. R. Acc. Lincei», vol. V, 1° sem., p. 637. [In questo vol: XXV 
p- 440]. i 
(7) «Rend. R. Ace. Lincei», vol. V, 1° sem., p. 638. [In questo vol: XXV, 
p. 441]. 
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Nel nostro caso avremo 
(Giai LD] 
+ ai z; yD aA MaDi i N AEN AM, 
(8) Le 
Lea] Gn 


in cui È} è una somma estesa a tutte le combinazioni degli indici 


1,2::-H—-1,r—1a7rt—1,e (h, el) =(1,2---a—- 1). 
Le a sono date da 


Ai tini "e Zdi-i,-, i; COS (Yxi) 


I d (Xip: NE PERE PANEO Ti 


n ) 
— — 1)f-7 X «att i 
DA I) h Ohh FD AN FIRA COS VXi, 
= Dj du i iai 


quindi | 
d (X;,° Xin) 


Didi... i; WE: (rt) 


tt a/TX Ar: x ‘An ~ 
i 3} yD Pa $ Pa 3 RETI E . 
Se sono soddisfatte le (1) e (1°) deve aversi ® 
04....à = 0. 


Dalla (8) si deducono dunque le seguenti condizioni per le a, 


(IV) X; >, Le va (E, (— 1) dici ig, COS Gv) 


d(Xi,4: T Kin) 
Menna = 
d (Uk, * Uks; na PE EOR 


5. Ciò premesso passiamo alla risoluzione della questione propostaci. 
In primo luogo si potrà osservare che i due problemi di determinare le $ 


quando si conoscono le a, oppure le è, rientrano luno nell’altro. 
Ponendo infatti 


b LAICA == n PEEL SA 
(8) Ibid. 
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n n 
Gi cin = Did; i, COS (v4;,) = DA Dr doy ii i 90) 


n 
di... Îî,41 e 2. ag I) Di isai 541%" 5+1 cos VAI, ri oaa I)” Date is cos Vi, 
I 


I 


e le g soddisfano alle equazioni differenziali 


n 


di,- ETE 
— 1} ———_—_—_ =0 
2 Gani, Tx, 


5 lippa in fs t 
s dx, as, 
I ts 


perfettamente analoghe alle (1) e (1°). 

Ci limiteremo perciò a risolvere la questione ammettendo date le è al 
contorno. 

Prendiamo come unità di lunghezza il raggio del campo sferico S, limi- 
tato dal contorno S„— e denotiamo con ọpọ la distanza dei punti di S, dall’ori- 
gine, centro dello spazio sferico. 

Poniamo 


rt+i 
Bici; DE Di (+ Od ANT I pri +1 Kiss 


I 


avremo 


r+ 


. . — — . 2 s . . . . . . . 2 . 
A Bri = A. Il D, e p T a a AA 


I 


5 ) biz ia istr ir+r 
— I) — O0. 
+ I ; “i Kis 
Ora al contorno S,_; si ha 
LL RAZIONE e pad. PR RA , 


per conseguenza le funzioni B potranno immediatamente determinarsi con 
sole operazioni di quadratura ©. 

Poiché le 4 debbono soddisfare le condizioni (II°), così avremo che le 
B/g si conserveranno sempre finite, onde potremo porre 


Bild; = — LAT AN . 


(9) Vedi una Nota del prof. TONELLI pubblicata nei « Rendiconti dell’Accademia delle 
Scienze di Gottinga », 1875. 
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I punti del contorno S„—: li supporremo individuati, come precedente- 
mente, per mezzo di un sistema di coordinate curvilinee 2, , Uz- -Un € 
supporremo sempre che 


re sa 


DD, E, du, du; 


sia il quadrato dell’elemento lineare dello spazio S„—:. Ogni punto dello spazio 
Sa potrà essere proiettato dall’origine sopra S„—: e quindi sarà individuato 
dalle coordinate %, , ua’ + -%,-; della proiezione e dalla sua distanza ọ dal- 
l'origine. Se poniamo x; = gy;, avremo che le y;, saranno le coordinate della 
proiezione. 

Conduciamo per un punto qualunque di S, un iperspazio sferico T,_, 
concentrico a S,_; di raggio pọ. Esso racchiuderà nel suo interno un certo 
spazio T,. 

Il quadrato dell’elemento lineare di T,. ; sarà 


x 5 E.s du, du; 
ove a 
| DR = p? Ei 


La normale a T,_;, diretta verso l'interno di T,, sarà — ọ e i coseni di 
direzione della normale stessa risulteranno 


Noi possiamo considerare T,_., come il contorno dello spazio T,; quindi 
le formule trovate nel $ 4 potranno applicarsi a T„—, invece che ad SI . Ba- 


; 4 
sterà osservare che dovremo porre invece delle bi pa Da c«i,4/0 = Bi, sO 


prendendo i valori di queste funzioni nei punti di T,_;,, ea v n sosti- 
tuire — p. Oltre a ciò in luogo di D dovremo porre 


AJr CASIO IR a FE RR SITUA RIE 


Da i E TR N A I CI I A I ERO ARR MEL 


cioè dovremo sostituire a D, g°*©—* D e così analogamente invece di 
Ant rd 
r E 

dovremo porre 


p—2(n—g—:1) da È Pi 


ki- kg ìà 
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Applichiamo ora le (6). Scegliendo convenientemente il segno di yD, 
otterremo 


a N ie d (Virpa Iin) 
Sna, = ED [E A B Bara e, ez) 


; Z 
rti d (Ukpai 4 Mix) 


Se teniamo conto delle equazioni 0k,...2,_,,, = 0, le (7) e (5) dànno 


sa {o n—arti N} ini gra aripii. 


i toni S 


iiile ai tin) 
= na Baoi A 


3 în ir41 d (Up, << Uk; Uks43°""%kn—1) 


= (— 1)” x; AB irta” Dim). p". 
d (Uk, è ‘4g 3) 


Prendiamo 


Q 
[e Bi. 


Fr 


do; 


è 
o 


otterremo delle funzioni che per ọ = o si annullano almeno d’ordine x — x; 
onde potremo scriverle eguali a 


perni vi , 


essendo le C delle funzioni sempre finite. Quindi: 


‘dini » 
PTER i foree aD fe 2 vale G4,...4,-,n| 


d (Cip 


"ir41 >? Hir4 a” Vin) SEIN 
HoP |z; rea Fal | | I 


A(Uk,: Uky s) 


Integrando si otterrà 


24 15) niia BTE E 


yeg 


d (Ci. bak LAN Vin) 


mit ic 0 R id 


essendo le K delle costanti arbitrarie. 


Da questa formula, tenendo conto delle (8), 


segue immediatamente 
che le equazioni 


risultano identicamente soddisfatte. 
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Dalle equazioni precedenti si deduce: 


> iu pelati d(Cirirti TR MERETE im) r— 
Gia BD e a C 


2r—n—i., 
PR È 


Vil dii 
ui Da yD Pa è cia Ke,...4 

Ora, tenendo conto delle (4), si ha che, affinché le p si conservino sempre 
finite è necessario e sufficiente che le @4,..., siano, rispetto a pọ, infinite- ` 


sime almeno d'ordine 7 e le ©, ...z,_,,» almeno d’ordine r — 1. Ciò non può 


succedere altro che prendendo le costanti arbitrarie K nulle. Quindi otter- 
remo: 


| d (Virpa , Via) 
tti d (Uk, i ` Uea) , 


si r 5“ UD hr + <hr f K 
Wa 08, "RE 2; yD PEES 2; B;,.. 


I 


(A, i eA, Zn) 


RET g aot h ks pater a 
h Ja die iai "LPP in) 


I Pr d (Uh, `` Uk 


sa 


Gia, Sa AZ Dig. 


Queste formule risolvono completamente la questione propostaci. Il 
processo seguìto prova che, almeno nel caso in cui Sn, sia uno spazio sferico 
le equazioni (I°) (II°) e (III) dànno le condizioni necessarie e sufficienti a cui 
debbono soddisfare le b affinché possano corrispondere ad esse delle p che 
soddisfacciano le (1) e (1°). 


Pisa, ottobre 1889. 
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